С.Я. Серовайский
От алгебраических уравнений к уравнениям дифференциальным
Главной целью всех исследований внешнего мира должно быть открытие рационального порядка и гармонии, которые Бог ниспослал миру и открыл нам на языке математики.
Иоганн КЕПЛЕР

Еще в глубокой древности человечество столкнулось с решением алгебраических уравнений, представляющих собой задачу определения одного или нескольких числовых параметров, связанных некоторым количеством равенств. На существенно более позднем этапе стали исследоваться значительно более сложные дифференциальные уравнения. Искомой величиной здесь оказывались функции, которые входили в уравнение вместе со своими производными. Дифференциальные уравнения наследуют все сложности алгебраических уравнений, но обладают и рядом специфических особенностей. Интерес к дифференциальным уравнением предопределен тем обстоятельством, что они описывают широкий класс процессов реального мира: физических, химических, биологических, экономических и др. Мы попытаемся описать важнейшие этапы развития теории дифференциальных уравнений, которая давно уже стала одним из важнейших разделов математики.
Понятие дифференциального уравнения
На практике часто возникает задача определения одних величин по известным значениям других величин. Иногда эта зависимость задается явным образом, и тогда, в сущности, всё понятно. Однако, как правило, она оказывается неявной. При этом удается установить лишь некоторые соотношения, связывающие неизвестные величины с известными. Тем самым получаются уравнения относительно неизвестных величин, т.е. те равенства, которым они удовлетворяют. 

Простейшим классом уравнений являются алгебраические уравнения. Здесь неизвестно одно или несколько чисел, которые удовлетворяют конечному числу равенств. К примеру, соотношение
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представляет собой квадратное уравнение относительно неизвестного числа х, в то время как числовые параметры 
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 считаются заданными. Другим примером уравнений того же класса служит система линейных алгебраических уравнений
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с неизвестными величинами 
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 и заданными параметрами 
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Однако зачастую неизвестными величинами оказываются не числа, а функции. Важнейшим классом таких задач являются дифференциальные уравнения. В их основе лежит понятие производной. По определению производной функции 
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 в точке t называется предел отношения ее приращения 
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 к приращению аргумента 
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 когда величина 
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 стремится к нулю. Указанная производная обозначается через 
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 или более полно, через 
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Производная имеет естественный физический смысл. Пусть, к примеру, аргумент t характеризует время, а функция 
[image: image12.wmf]()

xxt

=

 – путь, пройденный телом к данному моменту времени. Тогда отношение пройденного пути 
[image: image13.wmf]()()

xttxt

+D-D

 за время от t до 
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 к длине интервала времени 
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 соответствует средней скорости движущегося тела на этом интервале. А значение функции 
[image: image16.wmf]vx

¢

=

 в момент времени t представляет собой мгновенную скорость тела (или просто его скорость) в этот момент времени. Производная v, будучи скоростью тела, показывает, как быстро менялся со временем пройденный путь. И в общем случае производная функции характеризует скорость ее изменения.

Если известно, где находилось тело в произвольный момент времени, т.е. функция 
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, то выполняя дифференцирование (вычисляя производную функцию), можно определить, какую скорость имело тело в тот или иной момент времени. Однако, возможно, нас интересует обратная задача: по известному закону изменения скорости 
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 определить, где будет находиться тело в произвольный момент времени. Здесь неизвестна функция 
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, а найти ее следует из равенства
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Указанное соотношение представляет собой дифференциальное уравнение. Это означает, что искомая функция х входит в уравнение под знаком производной.
Производная имеет также геометрическую интерпретацию. В частности, отношение
	приращения 
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 функции х к приращению аргумента 
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 представляет собой тангенс угла наклона секущей кривой, характеризуемой функцией 
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. Тогда пределом соответствующего выражения (т.е. рассматриваемой производной) будет тангенс угла наклона касательной к данной кривой в точке t. 

Если известна кривая, то можно, в принципе, найти
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ее касательную к произвольной точке. Однако возможна и обратная задача: восстановить кривую по известным значениям ее касательной в каждой точке. Если тангенс угла наклона касательной в точке t обозначить через 
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, то относительно неизвестной функции х получается то же самое дифференциальное уравнение (1). Задачу восстановление кривой по известным касательным, фактически сводящуюся к дифференциальному уравнению, рассматривал в начале 17 века знаменитый немецкий астроном Иоганн Кеплер. 
Дифференциальные уравнения находят широкое практическое применение. В частности, основным законом механики является второй закон Ньютона. Так, тело массой m под действием силы F приобретает ускорение a, связанное с силой и массой равенством 
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 По определению ускорение а есть скорость изменения скорости v движущегося тела, т.е. справедливо равенство 
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 Тогда ускорение оказывается второй производной (производной от производной) от координаты х, что может быть записано в виде 
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 Тем самым закон Ньютона соответствует равенству
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                                                         (2) 
которое представляет собой дифференциальное уравнение второго порядка. Это означает, что в уравнение входит вторая производная относительно неизвестной функции. Соответственно, уравнение n-ого порядка включает в себя производные от искомой функции порядка n и, возможно, более низких порядков.
Дифференциальные уравнения описывают не только разнообразные физические процессы, но характеризуют многие химические, биологические, экономические и др. системы, состояние которых меняется со временем. Этим и объясняется высокая актуальность теории дифференциальных уравнений, являющейся одним из ведущих разделов современной математики. 
Простейшие дифференциальные уравнения
Строгое определение дифференциального уравнения и сам термин «дифференциальное уравнение» были даны в конце 17 века Лейбницем, считающимся наряду с Ньютоном основоположником дифференциального исчисления.  Однако именно 
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Исаак Ньютон
1643 –1727
	великий английский математик и физик Исаак Ньютон был, по-видимому, первым, кто имел более или менее четкое представление о дифференциальных уравнениях. Он, в частности, обратил внимание на одно удивительное обстоятельство. Рассмотрим, простейшее дифференциальное уравнение 
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 Очевидно, его решением будет любая функция, принимающая постоянные значения, т.е. определяемая равенством 
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 для всех значений аргумента t. В качестве константы с здесь может быть выбрано любое число. Тем самым Ньютон установил, что дифференциальные уравнения имеют бесконечное множество решений. Приведенное равенство дает общее решение этого дифференциального уравнения,


т.е. охватывает весь класс возможных его решений. Отметим, что общее решение уравнения второго порядка 
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 имеет вид 
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 с произвольными константами 
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 Нетрудно убедиться, что общее решение уравнения n-ого порядка включает в себя n произвольных постоянных.
Возникает парадоксальная ситуация. С одной стороны, дифференциальные уравнения описывают реальные процессы, т.е. являются их математическими моделями. С другой стороны, они имеют бесконечное множество решений. Но на практике состояние системы в каждый момент времени принимает вполне определенное значение. И как это соотнести одно с другим? Всё достаточно просто и естественно. Математической моделью исследуемого процесса в действительности оказывается дифференциальное уравнение вместе с дополнительными условиями.
К примеру, для полного описания движения тела заданной массы под действием определенной силы требуется задание не только уравнения движения (2), но и соотношений, характеризующих поведение системы в начальный момент времени t0. В частности, обычно задаются начальное положение тела x0 и его начальная скорость v0. Таким образом, рассматриваются начальные условия
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Уравнение (2), будучи дифференциальным уравнением второго порядка, имеет общее решение, включающее в себя две произвольных постоянных. Определив общее решение уравнения и подставляя его значение в равенства (3), можно однозначно определить функцию 
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, т.е. закон движения тела, соответствующий интересующему нас частному решению уравнения. Отметим, что дифференциальное уравнение с начальными условиями называется задачей Коши. Причем здесь Коши, будет сказано позднее.
Предстояло еще понять, как искать общее решение уравнения. Для простейшего уравнения (1) достаточно просто произвести интегрирование, т.е. выполнить операцию, обратную к дифференцированию. В результате получается формула  
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в правой части которой находится интеграл (более точно, неопределенный интеграл) от функции v по переменной t. Его значение зависит от конкретной функции v. В частности, если она не меняется, то значение интеграла есть 
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 где с есть произвольная постоянная. Тем самым общее решение уравнения (1) определяется по формуле 
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. С физической точки зрения, этот результат означает, что при постоянстве скорости пройденный путь будет возрастать прямо пропорционально времени движения тела. Если же нас интересует частное решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию 
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то, полагая в предшествующей формуле 
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 и пользуясь начальным условием, находим значение константы 
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 В результате определяется частное решение 
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Итак, в простейшем случае, когда задается дифференциальное уравнение первого порядка (1) с известным выражением в правой части, его решение сводится к процедуре интегрирования. К концу семнадцатого века формулы интегрирования важнейших функций были уже установлены, и решение указанного класса уравнений особого труда не вызывало. Однако методы решения более сложных дифференциальных уравнений предстояло еще разработать. 
Следующий шаг в этом направлении был сделан упомянутым ранее Годфридом
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Готфрид Лейбниц 
1646 – 1716
	Вильгельмом Лейбницем. Он рассматривал дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными
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где f и g являются известными функциями своих аргументов. Лейбниц преобразует это равенство к виду
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Далее осуществляется интегрирование полученного соотношения
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Вычисляя значение интегралов от известных функций, можно получить слева конкретную функцию аргумента х, а справа – функцию от t (плюс произвольная постоянная), что позволяет в конечном итоге установить функциональную зависимость 
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, т.е. найти общее решение уравнения. 
Учеником Лейбница был Иоганн Бернулли, давший строгое определение общего
	решения дифференциального уравнения. Ему принадлежит также одна плодотворная идея, позволяющая существенным образом расширить класс задач, поддающихся решению. Рассмотрим, к примеру, уравнение  
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где число а и функция f известны. Оно не относится к классу уравнений с разделяющимися переменными. Однако умножим его на экспоненциальную функцию 
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 Известно, что ее производная равна 
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 Тогда после указанного умножения уравнение может быть записано
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Иоганн Бернулли

1667 – 1748


в следующем виде
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Известно, что производная произведения двух функций равна сумме первой функции, умноженной на производную от второй функции, и производной от первой функции, умноженной на вторую. Именно такое выражение находится в левой части последнего равенства. Таким образом, оно принимает вид
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Полученное соотношение аналогично уравнению (1), где роль неизвестной функции х играет выражение 
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, а известной функции v соответствует правая часть этого равенства. Тогда в результате интегрирования можно найти явный вид зависимости произведения 
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 от t, а после деления  результата на 
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 – саму функцию х. 
Ключевым этапом решения здесь является подбор такой функции, называемой интегрирующим множителем, после умножения на которую уравнение допускает явное решение. Общих методов подбора интегрирующих множителей для произвольного дифференциального уравнения, к сожалению, не существует, и подобрать их удается лишь для некоторых частных случаев. А проблема существования интегрирующего множителя была решена значительно позднее в рамках теории групп Ли, к которой мы вернемся позднее. А пока продолжаем естественную логическую цепочку: Ньютон – Лейбниц – Бернулли. Учеником Иоганна Бернулли был Леонард Эйлер. 
Леонард Эйлер
Великий немецкий математик Леонард Эйлер, значительную часть жизни проживший в Санкт-Петербурге, оставил после себя около 900 научных работ. Они охватывают практически все разделы теоретической и прикладной математики. Вклад Эйлера в 
	теорию дифференциальных уравнений трудно переоценить. Развивая идеи своего учителя, он дал строгое определение общего и частного решения дифференциального уравнения, а также заложил основы теории интегрирующих множителей. Кроме того, он нашел общий подход к анализу дифференциальных уравнений высоких порядков. 
Рассмотрим, к примеру, второй закон Ньютона, записываемый в виде дифференциального уравнения (2). Вводя новые переменные 
[image: image59.wmf]1

xx

=

 (координата тела) и 
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 (скорость тела), мы сводим данное уравнение второго порядка к системе двух уравнений первого порядка
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Леонард Эйлер
1707 – 1783 



[image: image62.wmf]122

, /.

xxxFm

¢¢

==


Эйлер показал, что аналогичная процедура выполнима и в общем случае. В частности, любое уравнение n-ого порядка может быть преобразовано к системе n дифференциальных уравнений первого порядка, что открывало путь к исследованию уравнений общего вида.
В частности, Эйлер рассматривает дифференциальное уравнение n-ого порядка
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 с известными числовыми коэффициентами 
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 где через 
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 обозначена производная от функции х порядка k. Это уравнение обладает удивительными свойствами. Если имеется любые два его решения х и у, то их сумма также удовлетворяет этому уравнению. Кроме того, умножая произвольное решение на любое число, мы получаем вновь решение данного уравнения. Уравнения, обладающие таким свойством, называют линейными, а точнее, линейными однородными уравнениями. А неоднородное линейное дифференциальное уравнение отличается от соотношения (4) лишь тем, что в его правой части вместо нуля находится некоторая известная функция независимой переменной t. Так вот, Эйлер обнаружил удивительное свойство уравнения (4). 

Пусть каким-то образом найдены n его частных решений 
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 Эти функции считаются линейно зависимыми, если найдутся такие числа 
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 хотя бы одно из которых отлично от нуля, что справедливо следующее равенство
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Если же таких чисел не существует, то эти функции называются линейно независимыми. Что же показал Эйлер? Если известны n линейно независимых частных решений 
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 уравнения (4), то его общее решение определяется по формуле
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с произвольными постоянными 
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Рассмотрим, к примеру, полученное голландским физиком и математиком Христианом Гюйгенсом уравнение колебания маятника
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где неизвестная функция х описывает угол отклонения маятника от положения равновесия, а известная константа ( является частотой колебания. Нетрудно убедиться, что функции
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удовлетворяют данному уравнению и являются линейно независимыми. Тогда общее решение уравнения колебания маятника принимает вид
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Тем самым, согласно Эйлеру, для нахождения общего решения произвольного линейного однородного дифференциального уравнения n-ого порядка с постоянными коэффициентами достаточно определить n его линейно независимых частных решений.

Другим значительным результатом Эйлера в области теории дифференциальных уравнений является установление глубокой связи этой теории с задачами на экстремум. Собственно, наличие связи между простейшими уравнениями и задачами на экстремум было известно еще в середине 17 века Пьеру Ферма. Он, в частности, показал, что если функция 
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 в некоторой точке t0 имеет экстремум, то ее производная в этой точке обращается в нуль. Получаемое таким образом равенство 
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 представляет собой алгебраическое уравнение относительно искомой точки t0. 
Однако на практике часто возникает более сложные задачи на экстремум, в которых требуется найти уже не число, а функцию 
[image: image77.wmf](),
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 которая доставляет минимум некоторому интегралу (точнее, определенному интегралу)
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и принимает известные значения 
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на концах заданного интервала 
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 Функция Ф здесь, а также граничные значения искомой функции 
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 считаются известными. Такие задачи особенно часто встречаются в механике и относятся к разделу математики под названием вариационное исчисление. К примеру, равенство
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выражает механическую энергию тела массой m, движущегося прямолинейно под действием силы F, т.е. сумму потенциальной энергии 
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 (произведению силы на пройденный путь) и кинетической энергии 
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(масса, умноженная на квадрат скорости и деленная пополам).  Тем самым ставится задача отыскания такого закона движения 
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 от одного заданного положения тела к другому, который соответствует минимальным затратам энергии за время движения. 
Эйлер показал, что в общем случае искомая функция 
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 удовлетворяет соотношению
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названному впоследствии уравнением Эйлера, где через 
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 обозначаются производные от указанной функции трех переменных по аргументам х и 
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, т.е. соответствующие частные производные. Поскольку функция Ф известна, найти ее частные производные труда не составляет. К примеру, для задачи минимизации затрат энергии на заданном интервале времени имеем
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Подставляя эти значения в равенство (6), получаем равенство 
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 т.е. второй закон Ньютона. В общем же случае частные производные от Ф будут конкретными функциями аргументов 
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. Однако поскольку во втором слагаемом в левой части равенства (6) имеется еще производная по t, в соотношение (6) непременно войдет вторая производная 
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 (см. второй закон Ньютона). Тем самым уравнение Эйлера представляет собой дифференциальное уравнение второго порядка.

Итак, если Ферма показал, что задача минимизации функции сводится к алгебраическому уравнению (равенство нулю производной функции в точке экстремума), то Эйлер установил, что задача минимизация интеграла сводится к дифференциальному уравнению относительно искомой функции. И еще одно важное обстоятельство. Если ранее ставились дифференциальные уравнения с дополнительными условиями в одной точке (начальными условиями), то теперь дифференциальное уравнение второго порядка (6) рассматривается совместно с двумя условиями (5) на разных концах данного интервала 
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 Условия эти называются граничными условиями, а сама задача (5), (6) – краевой задачей для соответствующего дифференциального уравнения. Таким образом, работы Эйлера, с одной стороны, устанавливали связь между вариационным исчислением и теорией дифференциальных уравнений, а, с другой стороны, открывали новый класс математических задач – краевых задач для дифференциальных уравнений. 
Эйлеру принадлежит и другие результаты в области теории дифференциальных уравнений. Пусть задано уравнение первого порядка 
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Кажется вполне естественным, что его общее решение определяется с точностью до одной произвольной постоянной. Таким образом, добавляя к нему условие 
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, мы сможем однозначно определить функцию 
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. Тем самым на плоскости с координатами t и х через каждую точку 
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 должна проходить единственная кривая 
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, соответствующая решению рассматриваемого уравнения. Однако бывают случаи, когда в окрестности любой точки кривой, соответствующей решению дифференциального уравнения, существуют и другие решения этого уравнения.
Рассмотрим, к примеру, дифференциальное уравнение 
[image: image101.wmf]2.

xx

¢

=

 Очевидно, функция
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 тождественно равная нулю, является его решением. Однако функция 
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, равная нулю при 
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 также будет решением будет решением этого уравнения для любого числа (. Тогда в окрестности произвольной точки с координатами 
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 проходят два решения данного уравнения: 
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. В этом случае говорят, что 
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 является особым решением уравнения. Это понятие ввел в начале 18 века английский математик Брук Тейлор, последователь Ньютона. Однако именно Эйлеру принадлежат первые результаты в области
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математической теории особых решений дифференциальных уравнений.
Эйлер обнаружил еще одно удивительное свойство дифференциальных уравнений. Он рассматривал прикладную задачу, связанную с характеристикой тонкого упругого стержня. Предположим, что один конец стержня закреплен, а на другой действует сила F, сжимающая стержень. Введем координатную ось, обозначаемую единообразия ради через t и направленную вдоль стержня с началом координат в его закрепленной точке. Требуется определить отклонение 
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 стержня от положения равновесия, соответствующего координатной оси.
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Можно показать, что система описывается нелинейным дифференциальным уравнением второго порядка
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с граничными условиями
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где L – длина стержня, 
[image: image116.wmf]()
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 – его плотность (известная функция), а положительный параметр ( определяется действующей на стержень силой F. 
Очевидно, эта краевая задача имеет тривиальное решение, тождественно равное нулю. Таким образом, под действием силы F стержень может оставаться в естественном состоянии равновесия. При достаточно малых значениях параметра ( других решений и не существует. Однако Эйлер установил, что, если число ( превышает некоторое критическое значение (' (сила F достаточно велика), то задача будет иметь и положительное решение х+ (см. рисунок), т.е. стержень будет соответствующим образом выгибаться. Любопытно, что функция х-, отличающаяся от х+ лишь знаком, также будет решением задачи. Следовательно, при  ( ( ('  выгибание стержня может происходить как в положительном, так и в отрицательном направлении, а задача имеет три решения – положительное, отрицательное и нулевое. Данное явление, обнаруженное Эйлером и связанное с появлением дополнительных решений при изменении параметра задачи, называется бифуркацией.
Этот результат вызывает определенное недоумение. Рассматриваемая краевая задача описывает реальное физическое явление. Но, если поставить эксперимент, то при конкретном значении действующей силы мы непременно получим вполне определенную функцию 
[image: image117.wmf]()
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, характеризующую отклонение стержня от положения равновесия, но никак не три функции сразу. Так какой же физический смысл может иметь задача, допускающая не единственное решение?
Указанный парадокс имеет вполне естественное объяснение. Если мы подбрасываем монету, то возможно, выпадет «орел», а возможно, «решка». Другими словами, допускается два возможных исхода, хотя при постановке единичного эксперимента реализуется лишь один из них. Понятно, что когда мы ставим серию экспериментов, то в каких-то случаях выпадает «орел», а в каких-то – «решка». Так же и в задаче Эйлера, при достаточно больших значениях действующей силы стержень может выгибаться как вправо, так и влево, т.е. в серии экспериментов мы получим как тот, так и другой исход. Третий исход (стержень не выгибается при достаточно большом внешнем воздействии), здесь в принципе, реализуем, но крайне маловероятен, и может служить своего рода аналогом падения монеты на ребро. 
Итак, исследуемая система не является строго детерминированной. Дифференциальное уравнение с граничными условиями, будучи ее математической моделью, воспроизводит реальные свойства системы. Тем самым нарушение единственности решения задачи здесь является несомненным достоинством данной модели, в основе которой лежит нелинейное дифференциальное уравнение. 

Отметим еще один чрезвычайно важный результат, полученный Леонардом Эйлером. Будучи крупнейшим специалистом в области как теоретической, так и прикладной математики, Эйлер понимал, что существует обширный класс дифференциальных уравнений, описывающих реальные физические процессы, для которых не удается найти аналитическое решение, т.е. формулу, характеризующую решение задачи. Так, может быть, попытаться решить задачу приближенно? Тем самым удается существенным образом расширить класс задач, поддающихся анализу. С практической точки зрения эта мысль представляется вполне естественной. Актуальность дифференциальных уравнений обусловлена тем, что они описывают реальные процесс, будучи основой их математических моделей. Однако любая модель лишь приближенно характеризует исследуемый процесс. Так стоит ли стремиться искать исключительно точное решение задачи, если сама постановка задачи является заведомо не приближенной?

Метод Эйлера приближенного решения дифференциальных уравнений основан на двух естественных идеях, представляющих собой ослабление требований, предъявляемых к решению задачи. Во-первых, решение задачи ищется не всюду, а лишь в отдельных точках заданного интервала. И, во-вторых, мы допускаем, что решение задачи будет находиться с некоторой погрешностью. 
В чем же состоит метод Эйлера? Пусть требуется решить задачу Коши
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на некотором интервале 
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 Разбиваем этот отрезок на М равных частей с шагом 
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 Решение задачи будем искать исключительно в точках 
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 По определению производная функции х в точке t есть предел отношения ее приращения 
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 стремится к нулю. Следовательно, при достаточно малых значениях приращения 
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 будет приближенно выполняться равенство
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которое тем точнее, чем меньше величина 
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. Выбираем в качестве 
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 значение (. Тогда рассматривая данное уравнение в точке 
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где 
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 Таким образом, приходим к формуле

[image: image134.wmf]1

(,).

iiii

xxftx

t

+

=+


Учитывая, что значение 
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 здесь известно из начального условия, можно, последовательно меняя индекс i от 0 до 
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, найти значения функции х во всех выбранных точках 
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. Полученный результат будет тем более точен, чем меньше выбран шаг разбиения (, т.е. чем больше точек рассматривается. 

Эффективность метода Эйлера обусловлена его универсальностью. В процессе его использования на каждом шаге алгоритма вычисляется значение заданной функций f для уже известных с предшествующего шага значений аргумента. Тем самым метод оказывается применимым, в принципе, для сколь угодно сложных функций f. Аналогичный результаты могут быть получены для системы дифференциальных уравнений первого порядка. Для этого достаточно выполнить указанную процедуру для каждого из уравнений. А поскольку, как показал Эйлер, уравнения высших порядков могут быть сведены к системе уравнений первого порядка, то и этот класс уравнений с начальными условиями также поддается приближенному решению. 
Дальнейшее развитие теории дифференциальных уравнений осуществлялось, главным образом, силами французских математиков.
Французские последователи Эйлера
Судьба, казалось бы, не очень благоволила к Жану Лерону Д’Аламберу. Незаконный сын аристократки, он был подкинут матерью на ступени церкви и усыновлен простым стекольщиком. Однако незаурядный талант быстро выдвинул его в число ведущих матема-
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Жан Д’Аламбер

1717 – 1783
	матиков 18 века. Уже в 22 года он предоставляет в Парижскую академию свои первые сочинения. В теории дифференциальных уравнений ему принадлежит несколько чрезвычайно важных результатов. Первый из них служит своего рода аналогом известного приема из теории уравнений алгебраических.
Пусть задано алгебраическое уравнение n-ого порядка
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Как известно, его решение не однозначно (в частности, квадратное уравнение имеет два решения). Предположим, что каким-то образом найдено одно из таких решений х1. Следовательно, данное уравнение


может быть приведено к виду
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с какими-то коэффициентами 
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 Тогда, разделив данное равенство на 
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мы приходим к уравнению порядка 
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 Таким образом, зная одно решение уравнения, можно понизить его порядок. Отсюда следует, что, доказав существование хотя бы одного решения уравнения n-ого порядка и повторяя процедуру понижения порядка уравнения многократно, можно заключить, что уравнение это имеет в точности n решений. Этот результат, называемый основной теоремой алгебры, впервые был доказан (хотя и не вполне строго) именно Д’Аламбером. Поэтому вполне естественно, что он попытался распространить идею понижения порядка на уравнения дифференциальные.
Как уже отмечалось, Эйлер свел процедуру построения общего решения линейного однородного уравнения n-ого порядка к нахождению его n линейно независимых частных решений. Было вполне естественно теперь понизить порядок дифференциального уравнения в случае, когда известно его некоторое частное решение. И хотя в общем случае этот прием не работает (всё-таки дифференциальное уравнение намного сложнее алгебраического), Д’Аламберу удалось описать достаточно широкий класс дифференциальных уравнений, где понижение порядка возможно. И тогда, выполняя описанную процедуру многократно, можно прийти к дифференциальному уравнению первого порядка. 
Еще один важный результат Д’Аламбера связан с исследованием неоднородных уравнений. В частности, линейное неоднородное дифференциальное уравнение n-ого порядка имеет вид
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где f – известная функция. Д’Аламбер показывает, что общее решение такого уравнения может быть получено в виде суммы общего решения соответствующего однородного уравнения (4) и частного решения данного уравнения. 
Поясним эту идею на примере неоднородного уравнения колебания маятника 
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 Как известно, общее решение соответствующего однородного уравнения (с нулевой правой частью) имеет вид
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В качестве соответствующего частного решения выбираем некоторую константу с. Подставляя ее в исходное уравнение с учетом того, что производная от константы равна нулю, приходим к равенству 
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 а значит, 
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 В результате получаем общее решение неоднородного уравнения
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Д’Аламбер был моложе Эйлера на десять лет. Но, по сути, это были математики одного поколения. А кто же был продолжателем дела Эйлера? В 1755 г. Эйлер получает письмо от никому не известного восемнадцатилетнего юноши. Некоторые из приведенных там результатов были уже знакомы Эйлеру по его собственным исследованиям, результаты которых еще не были опубликованы. Но были там и совершенно оригинальные идеи. Эйлер сразу же понял, что на математическом небосклоне зажглась ярчайшая звезда. И он решает повременить с публикацией ряда своих собственных результатов, чтобы дать возможность юному математику первому издать свои труды. И это при том, что приоритет ряда опубликованных там результатов высочайшего класса, несомненно, принадлежал Эйлеру. А когда лет через десять Эйлер получил приглашение переехать в Петербург, то его место профессора Берлинского университета тот самый молодой человек. Звали его Жозеф Луи Лагранж… Подобно Эйлеру, он оставил значительный вклад едва ли не во все разделы математики и многие ее приложения. Не обошел он своим вниманием и теорию дифференциальных уравнений.
Он работал практически во всех направлениях, что и Эйлер, уточняя и углубляя  
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Жозеф Луи Лагранж 
1736 – 1813
	результаты последнего. Он разрабатывает, к примеру, более совершенную теорию особых решений дифференциальных уравнений и теорию линейных однородных уравнений с постоянными коэффициентами. Ему принадлежит понятие сопряженного уравнения, имеющего глубокий смысл не только для дифференциальных уравнений. Он стоит у истоков спектральной теории дифференциальных уравнений и теории устойчивости, к которым мы еще вернемся. А пока отметим лишь предложенный Лагранжем метод вариации произвольных постоянных для решения линейных неоднородных с переменными коэффициентами. Пусть, в частности, задано уравнение 
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где 
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 – известные функции. Идея Лагранжа состоит в замене упомянутой ранее стандартной формулы
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представляющей общее решение однородного уравнения как сумму его линейно независимых частных решений с произвольными постоянными 
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 на аналогичную формулу
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в которой эти величины уже являются переменными. Лагранж показал, что их производные удовлетворяют системе линейных алгебраических уравнений
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Тогда решение рассматриваемого уравнения сводится к следующему. Сначала определяются линейно независимые частные решения однородного уравнения 
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 (в терминологии Лагранжа – фундаментальная система решений). Затем из приведенной системы линейных алгебраических уравнений находятся производные функций 
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 т.е. определяются выражения 
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 с известными функциями 
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 Интегрируя явным образом эти равенства, можно найти сами значения 
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 естественно, с точностью до одной произвольной постоянной каждую. Подставляя эти функции в формулу (7), находим общее решение рассматриваемого уравнения. 
А потом наступила пора исследования краевых задач для дифференциальных уравнений, которые также восходят к работам Эйлера. И здесь пионерами оказались французские математики, но уже следующего поколения. Казалось бы, есть у нас, к примеру, линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка. Его общее решение определяется с точностью до двух произвольных постоянных. Если же  имеется два начальных условия (задача Коши), то, подставив найденное решение в эти условия, мы определяем указанные две константы, а значит, находим единственное решение задачи Коши. Что же может измениться, если вместо двух начальных условий задаются по одному граничному условий на каждом конце заданного интервала. На две неизвестные константы приходятся ровно два граничных условия. Находим константы и получаем результат. Но не всё так просто.
Рассмотрим, к примеру, уравнение
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для значений аргумента t из интервала 
[image: image163.wmf][0,].

p

 Оно соответствующее приведенному ранее неоднородному уравнению колебания маятника при 
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 и, как мы знаем, при положительных числах ( имеет общее решение
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Предположим, что задаются граничные условия
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Рассмотрим какой-либо частный случай, например, 
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 Подставляя известное решение в первое граничное условие, получаем 
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 откуда находим 
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 Тогда второе граничное условие дает 
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 откуда при уже известном с2 находится константа с1, а вслед за ней – единственное решение данной краевой задачи.

А теперь рассмотрим случай 
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 Первое из граничных условий здесь дает 
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 а значит, 
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 Теперь, пользуясь вторым граничным условием при уже найденной второй константе, имеем 
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Но, вообще-то, у нас получилось тождество. Данное равенство справедливо для любых значений константы с1. Остается заключить, что рассматриваемая краевая задача имеет бесконечное множество решений, а именно, 
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 Почему так? 

Но сюрпризы продолжаются. Рассмотрим случай 
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 Из первого граничного условия находим 
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 а значит, 
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 Далее вычисляем
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И это выражение согласно второму граничному условию должно обращаться в нуль. Но это никак не нуль! Полученное противоречие наводит на мысль о том, что в данном случае краевая задача вообще не имеет решения.

Странная ситуация. Мы рассмотрели достаточно простое дифференциальное уравнение с числовым параметром (. И выбрали три его значения, причем все целые: 1, 2 и 4. В чем разница-то? А вот оказывается, что при одном значении соответствующая краевая задача имеет единственное решение, при другом – бесконечное множество решений, а при третьем она вообще не разрешима. Почему? Ответ на этот вопрос дали еще два французских математика первой половины 19 века – Жак Штурм и Жозеф Лиувилль. 
А не найдется ли какой-нибудь аналог этим непонятным результатам в теории алгебраических уравнений? Рассмотрим систему двух линейных алгебраических уравнений 
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с числовым параметром (. Казалось бы, всё понятно. Выражаем из первого равенства неизвестное значение x2 через x1 и подставляем во второе равенство. Из него находим x1, а затем, обращаясь к первому равенству – x2. 
Действительно, задаем, к примеру, значение 
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 Из первого уравнения находим 
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 Подставляя это выражение во второе равенство, определяем, 
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 после чего определяем 
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 Но вот выбираем значение 
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 И получаем систему
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имеющую бесконечное множество решений. А при 
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 приходим к системе
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которая вообще не имеет решения.
Что стоит за полученными результатами? Определим матрицу коэффициентов
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и векторы

[image: image190.wmf]1

2

1

, .

2

x

xb

x

æö

æö

==

ç÷

ç÷

èø

èø


Тогда рассматриваемая система алгебраических уравнений принимает вид
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Нетрудно убедиться, что возможно два варианта: либо однородное уравнение 
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имеет только нулевое решение, и тогда система (8) для любого вектора b имеет единственное решение, либо уравнение (9) имеет ненулевое решение, и тогда система 
	алгебраических уравнений (8) либо вообще не имеет решения, либо имеет бесконечное множество решений. Те значения числа (, при которых уравнение (9) допускает отличное от нуля решение, называются собственными числами матрицы А, составляющими ее спектр. В частности, для определенной выше матрицы таковыми будут лишь два значения 
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 Для всех остальных значений рассматриваемая система алгебраических уравнений имеет единственное решение.
Штурм и Лиувилль поняли, что краевые задачи для дифференциальных уравнений обладают аналогичными свойствами. Всё сводится к исследованию краевой задачи для однородного уравнения
	[image: image195.jpg]



Жак Штурм

1803 – 1855
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Понятно, что функция х, тождественно равная нулю, наверняка является ее решением. Но существуют и отличные от нуля (нетривиальные) решения этой задачи. И как раз для таких значений (, по-прежнему называемых собственными числами, краевая задача для соответствующего неоднородного дифференциального уравнения либо вообще не имеет решения, либо имеет бесконечное множество решений. Рассмотренные ранее значения 1, 4 и вообще, квадраты любого натурального числа являются собственными числами для данной краевой задачи. А вот число 2 таковым не является, вследствие чего краевая задача для неоднородного уравнения имеет в точности одно решение. Задачи отыскания нетривиальных решений однородных краевых задач для дифференциальных уравнений в настоящее время называют задачами Штурма – Лиувилля.
Понятие собственного числа для краевой задачи было введено Жаком Штурмом. А вот Лиувиллю принадлежит еще один глубокий результат, в значительной степени открывший новую страницу в теорию дифференциальных уравнений.

Качественная теория дифференциальных уравнений
Силами Эйлера и его последователей были разработаны методы решения линейных дифференциальных уравнений и систем. Настала пора анализа нелинейных уравнений. Простейшим из них является дифференциальное уравнение с квадратичной нелинейностью, называемое уравнением Риккати, поскольку впервые оно было исследовано итальянским математиком первой половины 18 века Якопо Риккати. Рассмотрим, к примеру, частный случай уравнения Риккати
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где 
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– ненулевые  числовые параметры. Оказалось, что это чрезвычайно простое уравнение обладает весьма нетривиальными свойствами, обнаруженными Лиувиллем. Вместо поиска решения уравнения он задался вопросом: какой объект, в принципе, может оказаться его решением?  
Подобные вопросы стояли в теории алгебраических уравнений. С одной стороны, была основная теорема алгебры, согласно которой произвольное алгебраическое уравнение имеет решение. Результат этот, как мы уже отмечали, был доказан Д’Алмабером, хотя и не вполне строго. А первое его строгое доказательство принадлежит Карлу Фридриху Гауссу. Однако все попытки получения формулы для решения этого уравнения при значениях n больше четырех не привели к желаемым результатам. Более того, в начале 19 века норвежский математик Нильс Абель установил, что такая формула вообще не существует. Но как это соотнести с основной теоремой алгебры? Дело в том, что принято было искать решение (точнее, его зависимость от коэффициентов уравнения) в виде формулы, использующей стандартные арифметические операции, а также корни (радикалы). Так вот, Абель установил невозможность решения произвольного алгебраического уравнения высших порядков в радикалах. Природа этого явления вскоре была вскрыта гениальным французским математиком Эваристом Галуа, разработавшем для этих целей чрезвычайно мощную и глубокую теорию групп.  

Многое предопределило тот факт, что именно Лиувилль заинтересовался аналогичными вопросами для дифференциальных уравнений.  Именно он опубликовал 
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Жозеф Лиувилль

1809 – 1882
	результаты трагически погибшего Галуа, долгое время остававшиеся не понятыми. Именно Лиувилль доказал существование трансцендентных чисел, т.е. чисел, которые не могут быть решениями алгебраических уравнений с целыми коэффициентами. Так что же он установил для дифференциальных уравнений? Если решение алгебраических уравнений было принято искать в радикалах, то решение дифференциальных уравнений – в квадратурах. Это означает, что целью исследования было получение формулы, выражающей зависимость решение от аргумента t и параметров уравнения посредством интегралов от элементарных функций.


Лиувилль показал, что уравнение Риккати (10) в общем случае не разрешимо в квадратурах. Он установил, что решение уравнения Риккати в квадратурах возможно исключительно для значений 
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 где n – произвольное натуральное число, а также для 
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 Отметим, что результат этот был получен для простейшего дифференциального уравнения, допускающего лишь квадратичную нелинейность. 
Работа Лиувилля в значительной степени сместила акценты в развитии теории дифференциальных уравнений – от поиска формул для решения уравнения к анализу свойств решения уравнения без явного нахождения самого решения задачи. Этот круг проблем соответствовал качественной теории дифференциальных уравнений, ставшей с тех самых пор ведущим направлением теории дифференциальных уравнений. 
И вот теперь настало время объяснить, почему же дифференциальное уравнение с 
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Луи Огюстен Коши
1789 – 1857
	начальными условиями принято называть задачей Коши. Луи Огюстен Коши, один из крупнейших математиков 19 века, первым доказал теорему существования решения задачи
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т.е. задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка общего вида. Он установил, что, если функция f и ее производная по второму аргументу являются непрерывными, то эта задача имеет единственное решение на некотором интервале 
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 Результаты Коши были обобщены другим французским математиком Эмилем Пикаром. Интересен предложенный им метод

	исследования. Если проинтегрировать имеющееся уравнение от заданной начальной точки t0 до произвольного значения t и учесть начальное условие, то получается соотношение
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Неизвестная функция х входит в него под интегралом, вследствие чего данное уравнение называется интегральным. Итак, задача Коши для дифференциального уравнения оказывается сведенным к интеграль-ному уравнению. Для решения последнего Пикар предложил использовать
	[image: image206.jpg]~

~




Эмиль Пикар

1856 – 1941


метод последовательных приближений,  ранее применяемый для приближенного решения нелинейных алгебраических уравнений. В данном случае он характеризуется равенством
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где k есть номер шага алгоритма, а функция 
[image: image208.wmf]k
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 – k-ое приближение решения задачи. Задавая произвольно начальное приближение 
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, можно сделать любое количество шагов метода последовательных приближений. Пикар показывает, что этот алгоритм сходится к единственному решению задачи Коши на некотором интервале 
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 в случае, когда дифференцируемость функции f по второму аргументу заменено на некоторое более слабое ограничение. Результат Пикара не только расширяет класс задач Коши, для которых может быть установлено существование и единственность решения, но и дает алгоритм его построения.  
Силами Коши, Пикара и их последователей был разработан своеобразные аналог основной теоремы алгебры: доказаны теоремы о существовании решения задачи Коши для дифференциального уравнения общего вида. Теперь наступил черед построения аналога теории Галуа. Напомним, что Эварист Галуа установил, при каких условиях алгебраическое уравнение допускает решение в радикалах, т.е. в виде формулы, выражающей зависимость этого решения от коэффициентов уравнения и использующая арифметические операции и корни той или иной степени. Теперь предстояло выяснить, когда дифференциальное уравнение допускает решение в квадратурах, т.е. в виде формулы, выражающей зависимость этого решения от своего аргумента t и использующая исключительно интегралы от элементарных функций. То, что это возможно не всегда, показал, как мы уже знаем, Лиувилль.

За решение этой проблемы во второй половине 19 века взялся молодой норвежский
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Софус Ли

1842 – 1899
	математик Софус Ли. Для построения своей теории Галуа пришлось разработать аппарат теории групп, ставшей одним из ведущих направлений современной алгебры. Нечто подобное предстояло сделать и Ли. Однако если алгебраическое уравнение можно описать исключительно в терминах обычных операций типа сложения или умножения (т.е. исключительно алгебраическими средствами), то дифференциальное уравнение включает в себя процедуру вычисления производной, связанной с выполнением предельного перехода. А это уже бесконечный процесс, который средствами алгебры описать невозможно. Соответственно, аналог теории Галуа должен опираться


не только на алгебру. 
В основе теории Галуа лежали группы преобразований. Ли наделил их дополнительным свойством непрерывности. Хотя результаты Ли и не дают полного решения проблемы разрешимости дифференциальных уравнений в квадратурах подобно теории Галуа для алгебраических уравнений (всё-таки дифференциальные уравнения много сложнее алгебраических), но в значительной степени эта проблема решается. А разработанная им теория групп Ли в настоящее время фактически является самостоятельным разделом математики, имеющим многочисленные приложения, причем не только математические.
Итак, мы знаем, что при достаточно естественных ограничениях на параметры задачи дифференциальные уравнения с начальными условиями имеют решение. С другой стороны, далеко не всегда решение это можно выразить естественным образом через известные функции. Но можно ли, тем не менее, получить информацию о свойствах решения, даже не зная самого решения? Эти вопросы решаются в рамках качественной теории дифференциальных уравнений, становление которой в значительной степени связано с работами еще одного выдающегося французского математика Анри Пуанкаре.
Уже было известно, что решение дифференциального уравнения может вообще не 
	зависеть от аргумента t. Рассмотрим, к примеру, уравнение 
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 Пусть алгебраическое уравнение 
[image: image213.wmf]()0

fx

=

 имеет некоторое решение 
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 Тогда, учитывая, что производная от константы равна нулю, установим, что функция х, принимающая исключительно значение 
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 для любых значений t, будет решением рассматриваемого уравнения. Такие решения, называемые особыми точками, рассматривал еще Коши. Однако именно Пуанкаре дал классификацию особых точек и описал их свойства.

Рассмотрим, к примеру, уравнение колебания маятника 
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Анри Пуанкаре

1854 – 1912


Путем замены переменных 
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 оно сводится к системе дифференциальных уравнений первого порядка
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Предположим, что в какой-то момент времени t1 решение этой системы принимает некоторые значения 
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 В плоскости 
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 им соответствует некоторая точка с 
	соответствующими координатами. В другой момент времени t2 решение принимает какие-то другие значения 
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 которым соответствует другая точка на этой плоскости. Тогда, меняя непрерывным образом время, можно получить некоторую кривую на плоскости 
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. Она называется фазовой кривой, а сама плоскость – фазовой плоскостью. За основу классификации особых точек Пуанкаре берет поведение фазовых кривых в их окрестности.
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                     центр


Приравняв нулю правые части рассматриваемой системы уравнений, получим значения
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 соответствующие ее особой точке. Если состояние системы находится в этой точке (начале координат), то со временем система так и останется в этом положении, т.е. фазовая кривая здесь сводится к одной точке. Как известно, в общем случае решение этого уравнения представляет собой периодическую функцию, соответствующую гармоническим колебаниям маятника. Следовательно, за некоторое время Т (период колебания) система возвращается к исходному состоянию. Такому движению в фазовой плоскости непременно соответствует замкнутая кривая (в данном случае – эллипс). Особую точку, в окрестности которой все фазовые кривые замкнуты, Пуанкаре называет центром.
Рассмотрим теперь более общее уравнение 
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 где положительный коэффициент k характеризует влияние трения. С помощью той же замены переменных оно сводится к системе уравнений второго порядка
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Приравнивая нулю правые части этих равенств, мы вновь находим особую точку, соответствующую началу координат, т.е. маятника в состоянии покоя. Однако несложно убедиться, что решение этой задачи соответствует затухающим колебаниям маятника. Поскольку в процессе таких колебаний маятник стремится к состоянию покоя, то амплитуда
	колебаний стремится к нулю. Таким образом, фазовые кривые здесь будут представлять собой закручивающиеся спирали. В классификации Пуанкаре эта особая точка называется устойчивым фокусом. Для других систем можно наблюдать неустойчивый фокус, которому соответствуют раскручивающиеся спирали. 
Возможны и другие типы особых точек. Так, если в окрестности особой точки все фазовые кривые сходятся в эту точку, то мы имеем
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       устойчивый узел


дело с устойчивым узлом. Если же фазовые кривые уходят из любой окрестности особой точки, то последняя называется неустойчивым узлом.  Наконец, возможна ситуация, сначала стремятся к особой точке, но потом уходят от нее. Такую особую точку
	называют седлом. Пуанкаре открывает еще один тип поведения решений дифференциальных уравнений. Оказывается возможны такие замкнутые фазовые кривые, в окрестности которых других замкнутых кривых не существуют. Все фазовые кривые в окрестности данной либо наматываются на эту замкнутую кривую (как снаружи, так и изнутри), либо, напротив, постепенно уходят от нее, образуя разматывающуюся спираль. В этом случае говорят, что система имеет предельный цикл.
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предельный цикл


Работы Пуанкаре продолжил выдающийся русский математик Александр Михайлович 
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Александр Ляпунов

1857 – 1918
	Ляпунов, разработавший теорию устойчивости. Она предполагает исследование поведения системы при неограниченном возрастании времени. Рассмотренные Пуанкаре особые точки соответствуют положению равновесия системы: находясь изначально в особой точке, система уже ее не покинет. Однако возникал вопрос, как себя будет вести со временем система, находящаяся в окрестности положения равновесия? Ляпунов рассматривает несколько вариантов поведения системы. В частности, положение равновесия считается неустойчивым, если со временем система выйдет за пределы произвольной окрестности положения равновесия. К примеру, уравнение 
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 имеет в качестве положения равновесия точку  
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Однако общее решение уравнения 
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 с произвольной константой с неограниченно удаляется от положения равновесия с ростом времени.
Положение равновесия системы может оказаться устойчивым по Ляпунову. Это означает, что состояние системы неограниченно долго остается в окрестности положения равновесия для любого достаточно близкого к нему начального состояния. Именно такое свойство характерно для колебания маятника в отсутствии трения: в процессе движения маятник будет совершать колебания вокруг положения равновесия, амплитуда которых определяется начальным состоянием. Наконец, положение равновесия асимптотически устойчиво, если оно устойчиво по Ляпунову, причем состояние систему с ростом времени стремится к положению равновесия  для любого достаточно близкого к нему начального состояния. Такое поведение системы характерно, например, для маятника при наличии трения.
Ляпунов разрабатывает методы исследования устойчивости. Он доказывает теоремы об устойчивости и неустойчивости динамических систем, а также применяет полученные результаты для анализа поведения различных механических систем. В настоящее время теория устойчивости является одним из ведущих направлений теории дифференциальных уравнений. 
Заключение
Работами Ляпунова мы завершаем краткий обзор истории развития теории дифференциальных уравнений. Естественно невозможно было охватить всего многообразия проблем, связанных с теорией дифференциальных уравнений. Отметим, в частности, что мы вообще не затрагивали богатейшую теорию дифференциальных уравнений в частных производных, связанную с анализом систем, состояние которых зависит от нескольких аргументов (например, времени и пространственных переменных), причем в уравнение входят частные производные от искомых функций. Практически не затрагивались вопросы численного решения систем, описываемых дифференциальными уравнениями, исключая методы Эйлера и Пикара, которыми редко пользуются на практике. Мы не затрагивали вопросы идентификации систем, описываемых дифференциальными уравнениями, когда неизвестные параметры системы восстанавливаются по некоторой информации о ее состоянии. Мы не рассматривали теорию оптимального управления, изучающую задачи минимизации различных функционалов на множестве решений дифференциальных уравнений. За пределами настоящей статьи осталось рассмотрение многочисленных специальных дифференциальных уравнений. Кроме того, в стороне остались важные практические приложения теории дифференциальных уравнений. Наконец, собственно теория дифференциальных уравнений со времен Ляпунова прошла немалый путь. А значительное количества ее проблем всё еще ждет своего решения.
Литература

1. Вилейтнер Г. История математики от Декарта до середины 19 столетия. – М., 1966.  

2. Добровольский В.А. Очерки развития аналитической теории дифференциальных уравнений. – Киев, Вища школа, 1974. 

3. Даан-Дельмедико А., Пейффер Ж. Пути и лабиринты. Очерки по истории математики. – М., Мир, 1986. 

4. История математики. Под ред. А.П. Юшкевича. Т.3., М., 1970.

5. Курант Р., Роббинс Г. Что такое математика. – М., Просвещение, 1967. 

6. Никифоровский В.А. В мире уравнений. – М., Наука, 1987. 

7. Стиллвелл Дж. Математика и ее история. – Москва, Ижевск, Институт космических исследований, 2004. 

_1448347606.unknown

_1448517662.unknown

_1448539357.unknown

_1448790322.unknown

_1448808873.unknown

_1448976988.unknown

_1449090995.unknown

_1449317636.doc
[image: image1.wmf]0


()=limtg


t


xt


a


D®


¢




  x(t)







 x(t+(t)







  x







  t







(







  t







 t+(t







� EMBED Equation.2  ���











_1446095586.unknown




_1449382221.unknown

_1449386234.unknown

_1449386426.unknown

_1449386155.unknown

_1449381890.unknown

_1449302823.unknown

_1449307596.unknown

_1449307666.unknown

_1449293166.unknown

_1449293331.unknown

_1449301003.unknown

_1449293223.unknown

_1449121070.doc


х1







х2







(












_1448980467.unknown

_1449053777.doc
[image: image1.wmf](


)


1


112


(),()


xtxt


[image: image2.wmf](


)


1222


(),()


xtxt


[image: image3.wmf](


)


1222


(),()


xtxt




(







� EMBED Equation.DSMT4  ���







� EMBED Equation.DSMT4  ���







� EMBED Equation.DSMT4  ���







(







х2







х1







(











_1448991588.unknown



_1449037544.unknown




_1449054081.unknown

_1449055102.doc


х2







(







х1












_1449053966.unknown

_1448980712.unknown

_1448977311.unknown

_1448980399.unknown

_1448980065.unknown

_1448980242.unknown

_1448977277.unknown

_1448809260.unknown

_1448976836.unknown

_1448976882.unknown

_1448976784.unknown

_1448808974.unknown

_1448809057.unknown

_1448808889.unknown

_1448801931.unknown

_1448807750.unknown

_1448808805.unknown

_1448802014.unknown

_1448798463.unknown

_1448798570.unknown

_1448790625.unknown

_1448708731.unknown

_1448790216.unknown

_1448790275.unknown

_1448790288.unknown

_1448790224.unknown

_1448708816.unknown

_1448709026.unknown

_1448790196.unknown

_1448708939.unknown

_1448708753.unknown

_1448708148.unknown

_1448708347.unknown

_1448708401.unknown

_1448708485.unknown

_1448708186.unknown

_1448708311.unknown

_1448707903.unknown

_1448707964.unknown

_1448539365.unknown

_1448529484.unknown

_1448538445.unknown

_1448538934.unknown

_1448539180.unknown

_1448539215.unknown

_1448538984.unknown

_1448538849.unknown

_1448529669.unknown

_1448529969.unknown

_1448538396.unknown

_1448529611.unknown

_1448528335.unknown

_1448528607.unknown

_1448528756.unknown

_1448528394.unknown

_1448517780.unknown

_1448523650.unknown

_1448517685.unknown

_1448429444.unknown

_1448430279.unknown

_1448515553.unknown

_1448515673.unknown

_1448517479.unknown

_1448515619.unknown

_1448430390.unknown

_1448514972.unknown

_1448515382.unknown

_1448430312.unknown

_1448430008.unknown

_1448430051.unknown

_1448430149.unknown

_1448429552.unknown

_1448429768.unknown

_1448429981.unknown

_1448429493.unknown

_1448353110.unknown

_1448426942.unknown

_1448429355.unknown

_1448429366.unknown

_1448426950.unknown

_1448359846.unknown

_1448426931.doc


0







 t







   выгибание стержня







    неединственность решения







x







x0 = 0







x- = -x+







  x+







 1







F







t







 0












_1448359914.unknown

_1448353170.unknown

_1448359283.unknown

_1448352364.unknown

_1448352954.unknown

_1448353082.doc
[image: image1.wmf]ˆ


x




� EMBED Equation.DSMT4  ���







х(







(







х(







(







t











_1448353080.unknown




_1448352560.unknown

_1448351199.unknown

_1448351366.unknown

_1448351149.unknown

_1447851959.unknown

_1447857544.unknown

_1448346577.unknown

_1448347030.unknown

_1448347301.unknown

_1448347507.unknown

_1448347105.unknown

_1448346854.unknown

_1448347015.unknown

_1448346829.unknown

_1448345146.unknown

_1448346334.unknown

_1448346549.unknown

_1448345200.unknown

_1448344662.unknown

_1448345041.unknown

_1448344522.unknown

_1447855787.unknown

_1447856924.unknown

_1447857297.unknown

_1447857524.unknown

_1447857409.unknown

_1447857102.unknown

_1447856659.unknown

_1447856723.unknown

_1447856583.unknown

_1447853146.unknown

_1447853284.unknown

_1447855712.unknown

_1447853180.unknown

_1447852057.unknown

_1447852187.unknown

_1447852045.unknown

_1446096824.unknown

_1447578818.unknown

_1447773022.unknown

_1447825499.unknown

_1447826280.unknown

_1447850580.unknown

_1447850581.unknown

_1447850579.unknown

_1447825541.unknown

_1447825076.unknown

_1447578927.unknown

_1447765673.unknown

_1447578877.unknown

_1447578410.unknown

_1447578601.unknown

_1447578785.unknown

_1447578561.unknown

_1446096889.unknown

_1447494264.unknown

_1446096842.unknown

_1445705659.unknown

_1445706243.unknown

_1446094981.unknown

_1446096765.unknown

_1446019884.unknown

_1446021665.unknown

_1445706293.unknown

_1445706072.unknown

_1445706158.unknown

_1445705752.unknown

_1445704880.unknown

_1445705223.unknown

_1445705309.unknown

_1445704914.unknown

_1445704955.unknown

_1445704599.unknown

_1445704833.unknown

_1445704330.unknown

_1445704529.unknown

_1445704222.unknown

